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Резюме.  Рассматривается задача Коши для цепочки Вольтерра с периодическим 

начальным условием. Доказана глобальная разрешимость задачи  в некотором классе. 
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цепочек. 

 

Ключевые слова: цепочка Вольтерра, глобальная разрешимость, периодическое 

решение, задачa Коши. 

 

AMS Subject Classification:  34A34, 35C07, 35C08, 35B10, 35C09. 
 

1.      Введение 

 

Цепочка Вольтерра, имеющая (см.,напр., [5] и литературу в ней)   

разные приложения, в контексте теории интегрируемости является активным 

предметом изучения уже в течении ряда лет(см.[ 1, 3, 5,6]). Известно, что 

бесконечная в обе стороны цепочка Вольтерра с периодическим начальным 

условием имеет периодическое решение[1, 3, 5].  

Для последовательности положительных функций 

     ,0, 1Cataa nnn  рассмотрим следующую задачу Коши для 

полубесконечной цепочки Вольтерра  

          
dt

d
tantatatata nnnn   ,0,0,

2

1
111


                    

(1) 

  0,ˆˆ,ˆ0   naaaa nNnnn                                                   
(2) 

где N - фиксированное натуральное число. Заметим, что для задачи (1),                                                                                

(2) периодическое решение отсутствует. С физической точки зрения 

интересным является вопрос о существовании решения  задачи (1), (2) мало 

отличающегося от периодического.  

Наряду с задачей (1), (2)  будем  рассматривать задачу Коши 

бесконечной  в обе стороны цепочки Вольтерра  

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 07.04.2015 
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dt

d
Zntatatata nnnn   ,,

2

1
11

                                        (3) 

  Znaaaa nNnnn   ,ˆˆ,ˆ0
                                                         

(4)     

где начальное условие (4) является продолжением последовательности (2) на 

всю ось.  

Обозначим через  tan
ˆ  решение периодической задачи (3), (4). Пусть 

 n - любая положительная бесконечно большая последовательность. 

Считая, что  tan
ˆ  известно, будем искать такое решение  

     txtata nnn  ˆ задачи (1), (2), что последовательность   txn   

удовлетворяет условию 

   
 


 TC

n

n

txn
,00

                           (5) 

для всех 0T  . 

 Основным результатом настоящей работы является следующая 

Теорема. Задача (1), (2) имеет единственное решение в классе (5). 
Доказательство. Подставляя в уравнение (1) вместо  tan  его представление  

     txtata nnn  ˆ , после несложных преобразований находим, что задача 

(1), (2) эквивалентна задаче  

                tatatxtatxtxtatx N 10100110
ˆˆˆˆ
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ˆˆ

11

1111









ntxtxta

txtatatxtxtxtx

nnn

nnnnnnn


   (6) 

  00 nx
                                                                     

(7) 

Рассмотрим банахово пространство B  последовательностей 

  ,
0


 nyy  удовлетворяющих условию   

0n

nyn  , с нормой   

    



0n

nB
yny   

Тогда множество   B;T,0C   непрерывных на отрезке    T,0  со значениями 

в B  функций также является [4]  банаховым пространством. 

 Перепишем задачу (6), (7) в виде операторного уравнения  

      dxtx

t


0

                                                      (8) 

где     
0

txtx n ,  есть оператор, порожденный правой частью системы 

уравнений (6). При каждом 0T  оператор , очевидно, непрерывно 
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дифференцируемо отображает пространство    B;T,0C  в себя. Используя 

принцип сжатых отображений найдем, что на некотором отрезке    ,0  

существует единственное решение   
0

)( txtx n с конечной нормой 


)B];,0([C

)t(x


.  Докажем, что это решение продолжено на отрезок  T,0  

. Допустим противное. Тогда существует точка Tt *
 такая, что задача (6), 

(7) имеет непрерывное  на интервале  *,0 t  решение      
0

txtx n , но  

  


B
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 Из (6) имеем 
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(9) 

 Известно, [1,2] что задача (1), (2) имеет единственное решение  tan  

ограниченное равномерно по t  на каждом конечном отрезке:  

   TtnLtan ,0,0,  . Так как функции    tata nNn
ˆˆ   непрерывны на 

отрезке  T,0 , то задача (6), (7) имеет единственное решение ( его тоже 

обозначим через  txn ), ограниченное равномерно по t  на каждом конечном 

отрезке:    TtnMtxn ,0,0,  . Полагая тогда   taC k
Nk

ˆmax
10 

  при 

помощи равенств (9) найдем, что  

       


t

BB
ttdxCMTCtx

0

2 ,0,23  . 

Учитывая лемму Гроноулля, из последнего неравенство получаем 

       ttCMTTCtx
B

,0,23exp2
, 

которое, противоречит нашему предположению. Следовательно, задача (6), 

(7) имеет на отрезке  T,0  единственное решение     
0

txtx n  с конечной 

нормой  
  


BTC

tx
;,0

. 

 Теорема доказана. 
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 Замечание. Как отмечалось выше полубесконечная цепочка 

Вольтерра с периодическим начальным условием не имеет периодического 

решения. К тому же, доказанная теорема показывает, что решение 

упомянутой цепочки «достаточно мало отличается» от периодического 

решения соответствующей цепочки на всей оси. 
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Periodik başlanğıc şərtli Volter zənciri üçün Koşi məsələsi 

 

XÜLASƏ 
 

 İşdə periodik başlanğıc şərtli Volter zənciri üçün Koşi məsələsinə baxılır. 

Müəyyən sinifdə məsələnin qlobal həll  olunanlığı isbat edilir. Zəncirin hər iki tərəfə sonlu 

və sonsuz halında həllər arasında əlaqə öyrənilir. 

 Açar sözlər: Volterra zənciri, qlobal həll olnanlıq, periodik həll, Koşi məsələsi. 

 

A Cauchy problem for the semiimfinite Volterra 

chain with periodic initial condition 

 

ABSTRACT 

 

 In the work a Cauchy problem for the Volterra chain with periodic initial 

condition is considered. The solvability of this problem is proved in some class. The 

relation between solutions of finite and infinite chains is stadied. 

 Keywords: Volterra chain, global solvability, periodic solution, Cauchy problem. 


